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1. Considere as seguintes matrizes densidade:
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Os estados |u) e |v) formam uma base ortonormal. Quais sado aceitdveis para descrever sistemas
fisicos? Quais correspondem a estados puros?

2. Suponha que um certo observavel fisico é descrito pelo operador M dado por:

010
M=|[10 1 (1)
010

Quais sao os possiveis resultados das medidas de M? Quais os estados correspondentes?
Calcule a probabilidade de medirmos 0 para cada uma das matrizes densidades a seguir:

100 104 100
pr=10 10 ,  p2=|000 ,  p3=|000 (2)
00 7 1014 00 1

3. O conjunto de matrizes densidade possiveis para descrever um sistema formam um conjunto
convexo. Isso significa que se considerarmos uma colecao p;, ¢ = 1,2,...,n, entao para
quaisquer a;, i« = 1,2,...,n, tal que a; > 0 e Y .a; = 1, o operador p = ). a;p; pode
descrever um sistema fisico (é aceitdvel), ou seja, é hermiteano, positivo e trp = 1. Dizemos
entao que este operador p esta escrito como uma combinacao convexa dos p;.

(a) Verifique as propriedades de p que acabamos de mencionar.
(b) Mostre que para p; e p;, temos 0 < tr(pip;) < 1.

(¢) Mostre que um estado puro ndo pode ser escrito como uma combinagao convexa nao
trivial de outros operadores de estado. Mostre que estados nao-puros sempre podem ser
escritos como uma combinagao convexa de outros operadores de estado.

(d) Considere p = alu)(u|+ (1 —a)|v)(v|, onde |u) e |v) sdo ortonormais. Mostre que existem
infinitas formas de escrever esse operador de estado como a combinacao convexa de
operadores de estado correspondentes a estados puros. Isso mostra que a decomposicao
de estados nao puros em uma combinacao convexa de estados puros nao é tnica. Mostre
que isso ¢ valido em geral.

4. Considere um sistema composto de duas partes, s (subsistema) e R (reservatério), e que p é
a matriz densidade de um estado que descreve o sistema composto. Mostre que para que o
subsistema s se encontrar em um estado puro, entao necessariamente p = P; ® pg, onde P; é
um projetor no espago de Hilbert de s.



. Em sala mostramos a relacao de incerteza de Heisenberg entre posicao e momento, AxAp >
h/2. Considerando o problema unidimensional, encontre o estado [¢)) (na representagao z,
por exemplo) que satura esta desigualdade, isto é, encontre |¢) tal que AxAp = h/2.

. Uma maéquina prepara fétons por um processo que tem uma probabilidade de 70% de produzir
fétons com polarizacao circular a direita e 30% com polarizacao linear a esquerda. Estes
estados serao representados por | O) e | ), respectivamente.

(a) Qual é a entropia destes fétons se realizarmos um teste de polarizagao circular? E se for
um teste de polarizacao linear?

(b) Imagine agora que a maquina prepara f6tons por um processo que tem probabilidade 70%
de gerar fétons com polarizacao a direita e 30% de gerar fétons linearmente polarizados
na direcao x. Qual a entropia destes fétons em um teste de polarizagao circular? E no
caso de um teste de polarizagao linear na direcao x?

Esse problema ilustra o fato de que a entropia de um sistema quantico pode depender também
do tipo de medida que estamos fazendo. [nota: pode ser ttil saber que | O) = \%(l —)+i 1))

e|O) = \/L§(| —) —1i| 1)), onde | —) e | T) séo fétons polarizados linearmente nas diregoes x
evy. |

. Um certo hamiltoniano H que descreve um sistema de dois niveis possui autovalores F; e Fs,
correspondentes a autoestados |E}) e |Ey). Em t = 0 este sistema de dois niveis se encontra
no estado |1, 0) = ¢1|Ey) + ca| Ea).

(a) Qual o estado deste sistema em um instante de tempo ¢ > 07
(b) Calcule AE para este estado.

(c) Calcule a probabilidade de sobrevivéncia deste estado para um ¢ qualquer. Encontre o
menor intervalo de tempo possivel, 7, para que a probabilidade de sobrevivéncia seja
minima. Essa probabilidade pode ser menor do que 1/27. Quanto é TAE?

. Considere um estado inicial [, 0) com uma certa distribui¢ao de energia arbitréaria [(E|t, 0)]?,

onde |E) sao os autovetores do hamiltoniano correspondentes a energia E. Defina W, com

0 < a <1, como sendo o menor intervalo de energia tal que

| e 0)RdE = o ®)
Defina 74 como sendo o menor tempo necessario para que a probabilidade de sobreviéncia do
estado, P(t) = |(x, t|1, 0)]?, seja menor do que 3, com 0 < 3 < 1. Mostre que

1—04+\/B).

Wotg > 2hcos™t (
Q

(4)

Essa relacao de incerteza energia-tempo é aplicavel mesmo no caso em que os momentos
(1, 0|H™ |, 0) ndo sao finitos.

. Em sala discutimos a representacao de Heisenberg e Schroedinger. Existe uma outra repre-
sentacao, chamada de representagao de interacao que é definida da seguinte maneira. Con-
sidere um hamiltoniano dado por H = Hy + V, onde Hy é um hamiltoniano simples e V' um



potencial. Por hamiltoniano simples queremos dizer um hamiltoniano que sabemos resolver
explicitamente, como por exemplo, o hamiltoniano que descreve uma particula livre. Se |, t)g
¢é o estado de um sistema na representacao, entao o estado na representacao de interagao é
definido por |1, t); = et/ o) t)g.

(a) Mostre que |1, t)g satisfaz a

0
(ingy = vi(t)) .0 . 5)
onde
V}(t) _ eiHot/hve—iHot/h (6)

(b) Mostre que se escrevermos |, t); = Uy(t, t')|1),t') 1, entdao o operador U, (t,t') satisfaz a
L0 ,
zha—VI(t) U(t, t') = 0. (7)

(c) Finalmente, mostre que no caso em que V;(t;) e Vi(ty) comutam para quaisquer t; e to,
entao

zh@¢q=4xp(_%zfmwxﬂ>. (8)

10. As matrizes de Pauli 0,, 0, e 0, s@o dadas por:

%_{QH | %_H_;} e @_{éﬂ}. ()

O hamiltoniano de um sistema é dado por H = hwo,. Usando a representacao de Heisenberg

(a) Encontre as equagoes de movimento para o,y € oy, onde o subescrito H indica que
estes sao os operadores na representacao de Heisenberg, nao as matrizes de Pauli, que
sao constantes.

(b) Resolva as equagbes do item anterior.
(c) Encontre as constantes de movimento.

11. Um sistema é composto de duas partes, 1 e 2. Os estados que descrevem estas partes sao
denotados |+); com i = 1,2. Inicialmente este sistema estd no estado

1 2
) = ﬁ|+>1®|+>2+\/;|_>1®|+>2' (10)

(a) Escreva a matriz densidade deste sistema. Verifique que trp = trp? = 1.

(b) Calcule o trago parcial na parte 2. O sistema assim obtido é descrito por um estado
puro?

(¢) O sistema original é descrito por um estado emaranhado?

(d) Calcule a entropia do estado original e do estado obtido no intem b). Explique o que
aconteceu com a entropia.



12. Considere dois observaveis descritos pelos operadores

h{i1 0 hio 1

Encontre a relacao de incerteza para estes observaveis. Verifique a validade desta relacao para
o estado dado por

0= o] (12)



